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KHAI THAÙC YEÁU TOÁ “ÑIEÅM THUOÄC ÑÖÔØNG THAÚNG, GIAO ÑIEÅM  

CUÛA HAI ÑÖÔØNG THAÚNG”  TRONG HÌNH HOÏC TOẠ ĐỘ. 

 
 

---------------------- ----------------------- 

 

Moân hình hoïc giaûi tích hay phöông phaùp toïa ñoä trong maët phaúng vaø trong khoâng gian xuyeân suoát 

chöông trình hình hoïc lôùp THPT, trong ñoù caùc vaán ñeà veà “ñöôøng thaúng” chieám moät löôïng kieán thöùc 

khaù lôùn trong giaùo trình. Töø ñoù chuùng ta cuõng thaáy “ñöôøng thaúng” laø moät ñeà taøi haáp daãn ñoái vôùi ngöôøi 

daïy hoïc vaø ra ñeà thi. Khi noùi ñeán ñöôøng thaúng, ta nghó  ñeán caùc töông quan veà moái quan heä  giöõa 

ñöôøng thaúng vaø caùc ñoái töôïng hình hoïc khaùc. 

 

Trong kyø thi tuyeån sinh Ñaïi Hoïc vaø Cao Ñaúng caùc naêm thì baøi toaùn hình hoïc giaûi tích phaúng, 

hình hoïc giaûi tích khoâng gian luoân laø baøi toaùn baét buoäc. Haõy ñeå yù moät chuùt, chuùng ta seõ thaáy trong caùc 

baøi toaùn naøy, chieám  khoaûng 80% veà ñöôøng thaúng. Trong baøi vieát naøy, ngöôøi vieát muoán chia seû moät 

kinh nghieäm nhoû trong quaù trình daïy hoïc vaø nghieân cöùu ñeán ñoàng nghieäp vaø ñoäc giaû, moät chaám phaù 

nhoû nhöng cuõng ñaïi dieän cho moät lôùp baøi roäng, ñoù laø vaán ñeà daáu hieäu “caét nhau”, hoaëc qua moät yeáu toá 

naøo ñoù ta khai thaùc baøi toaùn vaø thaáy ñöôïc yeáu toá “ñieåm thuoäc ñöôøng thaúng” trong baøi toaùn. ÔÛ ñaây trong 

moät chöøng möïc naøo ñoù chuùng ta seõ giaûi quyeát ñöôïc caùc vaán ñeà: 

 

Thöù nhaát, neáu chuùng ta khai thaùc ñöôïc yeáu toá “ñieåm thuoäc ñöôøng thaúng khi toïa ñoä ñieåm thoûa 

phöông trình cuûa noù”, khi ñoù neáu chuùng ta bieåu dieãn toïa ñoä ñieåm döôùi daïng moät tham soá thì vaán ñeà coøn 

laïi laø coá tìm trong giaû thieát baøi toaùn moät yeáu toá  naøo ñoù maø qua ñoù bieåu dieãn ñöôïc moät heä thöùc theo 

tham soá noùi treân thì vaán ñeà seõ saùng toû, töùc laø ñieåm ñoù hoaøn toaøn ñöôïc xaùc ñònh. Taát nhieân chuùng ta 

cuõng  coù nhieàu caùch ñeå theå hieän moái quan heä ñoù nhöng noù seõ röôøm raø, thoâng thöôøng ta phaûi giaûi quyeát 

moät heä phöông trình naøo ñoù…, chaéc chaén veà nghóa töôøng minh vaø tính sö phaïm seõ khoâng toát baèng caùch 

theå hieän noùi treân. 

 

Thöù hai, neáu chuùng ta khai thaùc theo caùch noùi treân (toïa ñoä ñieåm theo chæ moät tham soá) thì seõ giaûi 

quyeát moät soá lôùn baøi toaùn hình hoïc giaûi tích maø “maïnh nhaát” laø hình hoïc giaûi tích trong khoâng gian veà 

söï töôøng minh “chính hieäu” hình hoïc giaûi tích, ta khoâng phaûi thaät söï lo nghó veà baøi toaùn döïng hình theo 

nghóa tröïc quan hình hoïc (taát nhieân caùch döïng hình theo nghóa tröïc quan hình hoïc noù coù taùc duïng ñeán 

giaùo duïc tö duy theo moät nghóa sö phaïm naøo ñoù, nhöng coù theå ngöôøi hoïc khoâng xeùt heát caùc khaû naêng 

coù theå xaûy ra thì daãn ñeán baøi toaùn khoâng ñuùng nöõa). Chaúng haïn nhö caùc baøi toaùn trong khoâng gian toïa 

ñoä : vieát phöông trình ñöôøng thaúng vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau. Vieát phöông trình 

ñöôøng thaúng qua moät ñieåm cho tröôùc vaø caét ñoàng thôøi caû hai ñöôøng thaúng cheùo nhau cho tröôùc. Vieát 

phöông trình ñöôøng thaúng qua moät ñieåm cho tröôùc, caét moät ñöôøng thaúng cho tröôùc vaø vuoâng goùc vôùi 

ñöôøng thaúng ñoù vv… 

 

Sau cuøng ngöôøi vieát  xin tieáp thu yù kieán ñoùng goùp  cuûa quyù ñoàng nghieäp cho baøi vieát naøy toát hôn. 

Xin giôùi thieäu moät soá baøi toaùn minh hoïa cho baøi vieát  naøy: 

 

 

 Baøi 1. (Ñeà thi Ñaïi hoïc khoái A naêm 2002) 

               Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho ñieåm M(2; 1; 4) vaø ñöôøng thaúng  : 

x 1 t 

y 2 t 

z 1 2t

 


 
  

.  

               Tìm toïa ñoä ñieåm H treân ñöôøng thaúng  sao cho ñoä daøi ñoaïn MH nhoû nhaát. 

 

 Nhaän xeùt. Baøi naøy coù nhieàu caùch giaûi, chaúng haïn sau ñaây laø moät caùch giaûi thoâng duïng : 



CHUYÊN ĐỀ PP                                                                  GV VÕ THANH HẢI 

- 2 - 

 Goïi (x; y; z) laø toïa ñoä ñieåm H , ta coù: MH


 = (x -2; y – 1; z – 4), ñöôøng thaúng  coù moät VTCP 

  u


 = (1; 1; 2). Toïa ñoä (x; y; z)  cuûa ñieåm H  thoûa : 

                                          

     

x 1 t

y 2 t

z 1 2t

1 x 2 1 y 1 2 z 4 0

 
  


 
      

.  

 Töø ñaây, giaûi heä naøy baèng caùch theá x, y, z töø 3 phöông trình ñaàu vaøo phöông trình cuoái, giaûi tìm 

 ñöôïc t vaø thay giaù trò cuûa t tìm ñöôïc vaøo 3 phöông trình treân ta coù toïa ñoä H laø (2; 3; 3) 

 

  Sau ñaây laø caùch giaûi theo yù töôûng cuûa baøi vieát 

 

 Ta coù H     H(1 + t; 2 + t; 1 + 2t)  MH


 = (t – 1; t + 1; 2t – 3) .   coù 1VTCP u


 = (1; 1; 2).  

 Ñoä daøi ñoaïn MH nhoû nhaát khi MH vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng  , töø ñoù ta coù: 

  u

 MH


  u


. MH


 = 0  1(t – 1) + 1(t + 1) + 2(2t – 3) = 0  t = 1  H(2; 3; 3). 

 

 

 Baøi 2. (Ñeà thi Ñaïi hoïc khoái A naêm 2006) 

 

              Trong maët phaúng vôùi heä toïa ñoä Oxy cho caùc ñöôøng thaúng  

                    d1 : x + y + 3 = 0,      d2 : x – y – 4 = 0,      d3 : x – 2y = 0. 

               Tìm toïa ñoä ñieåm M naèm treân ñöôøng thaúng d3 sao cho khoaûng caùch töø M ñeán ñöôøng thaúng d1  

               baèng hai laàn khoaûng caùch töø M ñeán ñöôøng thaúng d2. 

 

 

 Nhaän xeùt.  Sau ñaây laø moät caùch giaûi thoâng duïng : 

 Goïi (x; y) laø toïa ñoä cuûa ñieåm M, theo baøi ra ta coù : 

           
   

3

1 2

M d

d M,d 2.d M,d





   

x 2y 0

x y 3 x y 4
2.

2 2

 


   




  .  

 Duøng phöông phaùp theá ñeå giaûi heä naøy ta ñöôïc keát quaû 
x 22

y 11

 


 
 vaø 

x 2

y 1





  

 Töø ñoù ta coù hai ñieåm thoûa ñeà baøi laø :  (-22; -11) vaø (2; 1). 

 

  Sau ñaây laø caùch giaûi theo yù töôûng cuûa baøi vieát 

 

 Goïi M(2t; t) laø ñieåm treân ñöôøng thaúng d3, theo baøi ra ta coù :    1 2d M,d 2.d M,d  

   
 

2 2 22

2t t 3 2t t 4
2.

1 1 1 1

   


  
  3t 3 2 t 4     

3t 3 2t 8

3t 3 8 2t

  
   

  
t 11

t 1

 
 

.  

 Vaäy coù hai ñieåm thoûa ñeà baøi laø :  (-22; -11) vaø (2; 1). 
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A





d2

d1

M

N

 Baøi 3. (Ñeà thi Ñaïi hoïc khoái B naêm 2006) 

 

                Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho ñieåm A(0; 1; 2) vaø hai ñöôøng thaúng : 

                                          d1 : 
x y 1 z 1

2 1 1

 
 


,   d2 : 

x 1 t    

y 1 2t

z 2 t    

 


  
  

.  

                 Tìm ñieåm M thuoäc  d1, N thuoäc d2 sao cho ba ñieåm A, M, N thaúng haøng. 

 

 

 Nhaän xeùt.  Vì ñaây laø baøi toaùn xeùt trong khoâng gian neân chuùng ta ñeå yù coù caùc khaû naêng xaûy ra : 

 1. Ba ñoái töôïng : Ñieåm A vaø hai ñöôøng thaúng d1, d2 ñoàng phaúng ( caét, truøng, song song) thì baøi 

      toaùn coù voâ soá nghieäm hình. 

 2. d1, d2 caét nhau vaø A khoâng thuoäc mp(d1, d2) thì baøi toaùn coù moät nghieäm hình. 

 3. d1 vaø d2 song song  vôùi nhau vaø A khoâng thuoäc mp(d1, d2) thì baøi toaùn voâ nghieäm. 

 4. d1 vaø d2 cheùo nhau vaø A thuoäc moät trong hai ñöôøng thaúng treân thì baøi toaùn coù voâ soá nghieäm  

 5. d1 vaø d2 cheùo nhau vaø A khoâng thuoäc caû hai ñöôøng thaúng treân thì baøi toaùn coù moät  nghieäm   

 

 Sau ñaây laø moät höôùng giaûi thoâng duïng. 

 

 Kieåm tra :  

 1. Deã thaáy A khoâng thuoäc d1 vaø d2  

 2. d1 vaø d2 cheùo nhau (HS baét buoäc phaûi laøm khaâu naøy!) 

 Töø ñoù ta tìm (vieát phöông trình)  

  Maët phaúng   qua A vaø chöùa d1. 

  Maët phaúng   qua A vaø chöùa d2.  

 Chuù yù coù theå d1 song song vôùi   !! vaø d2 song song vôùi   !! 

 (Nhö vaäy phaûi theâm böôùc kieåm tra  xem coù song song khoâng!) 

 Suy ra giao tuyeán   cuûa hai maët phaúng   vaø   ñi qua ba ñieåm  A, M, N. Hay ba ñieåm A, M, N 

 thaúng haøng. Ta tìm toïa ñoä M  baèng caùch giaûi heä goàm pt cuûa d1 vaø   , tìm toïa ñoä  cuûa N baèng  

 caùch giaûi heä goàm pt cuûa d2 vaø   . 

  

  Sau ñaây laø caùch giaûi theo yù töôûng cuûa baøi vieát 

 

 Goïi M(2m; m+1; -1-m) d1 vaø N(1+t; -1-2t; 2+t) d2   AM 2m; m;  3 m  


 vaø 

  AN 1 t;  2 2t;  t   


  AM,AN 
 

 
 = (-mt -2m - 6t - 6;  -3mt – m - 3t - 3; -5mt - 5m). 

 A, M, N thaúng haøng  AM,AN 
 

 
 = 0


  m = 0, n = - 1   

  M(0; 1; - 1) vaø N(0; 1; 1) laø hai ñieåm caàn tìm. 

 

 

 Baøi 4. (Ñeà thi Ñaïi hoïc khoái D naêm 2006) 

                Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho ñieåm A(1; 2; 3) vaø hai ñöôøng thaúng : 

                                  d1 : 
x 2 y 2 z 3

2 1 1

  
 


 ;       d2 : 

x 1 y 1 z 1

1 2 1

  
 


. 

                Vieát phöông trình ñöôøng thaúng   ñi qua A, vuoâng goùc vôùi d1 vaø caét d2. 
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B

d1

d2

A



 

  Sau ñaây laø moät höôùng giaûi thoâng duïng. 

 

   Vieát phöông trình maët phaúng  qua A vaø 

      vuoâng goùc vôùi d1. 

   Tìm giao ñieåm B cuûa d2 vaø mp  . 

   Vieát phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua  hai 

      ñieåm A, B  laø ñöôøng thaúng   caàn tìm. 

 

  Sau ñaây laø caùch giaûi theo yù töôûng cuûa baøi vieát 

 

 Goïi B =   d2  B  d2  

 B(1 – t ; 1 + 2t; - 1 + t)   

 BA


 = (- t; 2t – 1; t – 4) d1 coù 1VTCP  u


= (2; - 1; 1). Vì    d1 neân BA u
 

  

 BA. u 0
 

 2(-t) -1(2t – 1) + 1(t – 4) = 0  t = -1  BA


 = (1; -3; -5).  

 Ñöôøng thaúng  qua A vaø coù 1VTCP BA


 neân  coù phöông trình 
x 1 y 2 z 3

1 3 5

  
 

 
 

 

 

 Baøi 5. (Boä ñeà thi tuyeån sinh Ñaïi Hoïc vaø Cao Ñaúng ) 

 

                Trong maët phaúng vôùi heä toïa ñoä Oxy cho tam giaùc ABC, bieát A(1; 3) vaø hai trung tuyeán xuaát  

                 phaùt töø ñænh C vaø B laàn löôït laø d1 : x – 2y + 1 = 0 vaø d2 : y – 1 = 0. Tìm toïa ñoä caùc ñænh B vaø  

                 C cuûa tam giaùc ABC. 

 

 

 Sau ñaây laø moät höôùng giaûi thoâng duïng. 

 

+ Tìm troïng taâm G cuûa tam giaùc ABC (G(1; 1)) 

+ Goïi A’ laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua G thì A’(1; -1) 

+ Vieát phöông trình ñöôøng thaúng A’B qua A’ vaø song 

song vôùi d1. Tìm toïa ñoä B baèng caùch giaûi heä goàm 

phöông trình cuûa d2 vaø ñöôøng thaúng A’B. 

+ Töông töï, vieát phöông trình ñöôøng thaúng A’C  qua 

A’ vaø song song vôùi d2. Tìm toïa ñoä C baèng caùch giaûi 

heä goàm phöông trình cuûa d1 vaø ñöôøng thaúng A’C. 

 

 

 

  Sau ñaây laø caùch giaûi theo yù töôûng cuûa baøi vieát 

 

Vì B  d2 neân B(b; 1) vaø C  d1 neân C(2c – 1; c). Goïi M = d1  AB vaø N = d2  AC, thì M(2m – 1; m) 

vaø N(n; 1) 

Khi ñoù M vaø N laø trung ñieåm cuûa AB vaø AC  

b 1
2m 1

2

3 1
m

2


 


 



 vaø 

1 2c 1
n

2

3 c
1

2

 



 



 

 
m 2

b 5





 vaø 

c 1

n 1

 


 
 . Vaäy B(5; 1) vaø C(-3; -1). 

 

 

A'

G

d2 d1

BC

A
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d1
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N

 

 

 Baøi 6. (Boä ñeà thi tuyeån sinh Ñaïi Hoïc vaø Cao Ñaúng) 

 

               Trong maët phaúng vôùi heä toïa ñoä Oxy cho ñieåm P(3; 0) vaø hai ñöôøng thaúng : 

                                       d1 : 2x – y – 2 = 0 vaø d2 : x + y + 3 = 0.  

               Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d ñi qua P, caét d1, d2 laàn löôït taïi A vaø B sao cho P laø trung 

                ñieåm cuûa ñoaïn AB. 

 

 

  Caùch giaûi thoâng duïng cuûa baøi naøy töông töï baøi 5 

  Sau ñaây laø caùch giaûi theo yù töôûng cuûa baøi vieát 

 

Ta coù A = d1  d  A  d1  A(a; 2a – 2) vaø B = d2  d  B  d2  B(b; -3 – b). P laø trung ñieåm 

cuûa ñoaïn AB neân : 

a b
3      

2

2a b 5
0

2





  



  
a b 6

2a b 5

 


 
  

11
a

3

7
b

3





 


  A
11 16

;  
3 3

 
 
 

.  

Vaäy ñöôøng thaúng d qua P(3; 0) vaø coù 1VTCP PA


 = 
2 16

;  
3 3

 
 
 

 hay u


 = (1; 8)  

neân d coù phöông trình: 
x 3 y

1 8


 . 

 

 

 Baøi 7. (Boä ñeà thi Ñaïi Hoïc vaø Cao Ñaúng) 

 

                Trong khoâng gian Oxyz cho ñieåm A(1; 1; 1) vaø hai ñöôøng thaúng  :  

                               d1 : 
x y z 3 0

y z 1 0

   


  
   vaø d2 : 

x 2y 2z 9 0

y z 1 0

   


  
. 

                Vieát phöông trình ñöôøng thaúng   qua A vaø caét caû hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2. 

 

 

  Caùch giaûi thoâng duïng cuûa baøi naøy töông töï baøi 3 

 

  Sau ñaây laø caùch giaûi theo yù töôûng cuûa baøi vieát 

 

Goïi M = d1     M(2; m; 1 – m)  vaø N = d2     N(4n-7;  n; n +1) 

 AM


= (1; m – 1; -m) vaø AN


= (4n – 8; n – 1; n)  

 
m 1 m m 1 1 m 1

AM; AN ;  ;  
n 1 n n 4n 8 4n 8 n 1

    
          

 
 

Theo baøi ra thì ba ñieåm A, M, N thaúng haøng neân AM;  AN 0   

  
 

 

2mn m n 0

4mn 8m n 0

4mn 8m 5n 9

  

   

   

  

3
m

4

3
n

2





 


  AM


 = 
1 3

1; ;
4 4

 
  

 
 hay  

u


 = (4; -1; -3) laø 1VTCP cuûa  neân  coù phöông trình : 
x 1 y 1 z 1

4 1 3

  
 

 
. 
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 Baøi 8.  Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho hai ñöôøng thaúng  

                        d1 : 

x 1          

y 4 2t

z 3 t    




  
  

   vaø d2 : 
2x 3y 9 0

z 2

  


 
 

               a) Chöùng toû hai döôøng thaúng d1 vaø d2 cheùo nhau. 

               b) Laäp phöông trình ñöôøng thaúng  laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2. 

 

 

 Caùch giaûi thoâng duïng ñöôïc minh hoïa ôû hình beân 

 Caùch giaûi theo yù töôûng cuûa baøi vieát 

a) Ñoäc giaû töï giaûi. 

b) Goïi M =   d1 vaø N =   d2  M  d1 vaø n  d2  

 M(1; -4 + 2m; 3 + m) vaø N(3n; 3 -2n; - 2). 

 MN


= (3n – 1; -2n – 2m + 7; -5 – m). 

d1 coù 1VTCP u


= (0; 2; 1),  d2 coù 1VTCP v


= (3; -2; 0) 

Vì  laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau 

d1 vaø d2 neân ta coù :
u MN

v MN

 






   
u. MN 0

v. MN 0

 






   

     
     

0 3n 1 2 2n 2m 7 1 5 m 0

3 3n 1 2 2n 2m 7 0 5 m 0

         


        
 

4n 5m 9

13n 4m 17

 


 
 

n 1

m 1





 Khi ñoù ñöôøng thaúng  qua 

M(1; -2; 4) vaø coù 1VTCP : MN


= (2; 3; -6)   

neân phöông trình cuûa  laø : 
x 1 y 2 z 4

2 3 6

  
 


. 

BAØI TAÄP ÑEÀ NGHÒ. 

 Baøi1. Trong khoâng gian Oxyz cho ba ñöôøng thaúng: 

                d1: 

x 3t   

y 1 t

z 5 t




 
  

;         d2: 
x 1 y 2 z 2

1 4 3

  
  ;         d3: 

x y 4z 3 0

2x y z 1 0

   


   
. 

               Vieát phöông trình ñöôøng thaúng   thoûa:  song song vôùi d1 vaø caét caû hai ñöôøng thaúng d2 vaø d3 

 

 Baøi 2 . (Ñeà thi Ñaïi hoïc khoái B naêm 2004) 

Trong khoâng gian vôùi heä toïa ñoä Oxyz cho ñieåm A(-4; - 2; 4) vaø ñöôøng thaúng d : 

x 3 2t

y 1 t     

z 1 4t

  


 
   

.  

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  ñi qua A, caét vaø vuoâng goùc vôùi d. 

 

 Baøi 3.  (Ñeà thi Ñaïi hoïc khoái A naêm 2005) 

1. Trong maët phaúng vôùi heä toïa ñoä Oxy cho hai ñöôøng thaúng d1 : x – y = 0,   d2 : 2x + y – 1 = 0. 

Tìm toïa ñoä caùc ñænh hình vuoâng ABCD, bieát ñænh A thuoäc d1, C thuoäc d2, B vaø D thuoäc truïc 

hoaønh. 

2. Trong khoâng gian Oxyz cho ñöôøng thaúng d : 
x 1 y 3 z 3

1 2 1

  
 


  

vaø maët phaúng (P) : 2x + y – 2z + 9 = 0. 

a) Tìm toïa ñoä ñieåm I thuoäc ñöôøng thaúng d sao cho khoaûng caùch töø I ñeán maët phaúng (P) baèng 2. 

b) Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng  naèm trong maët phaúng (P), ñi qua giao ñieåm cuûa 

d vaø (P) vaø vuoâng goùc vôùi d. 

 

c

v

u




d2

d1




