CHUYEN PE PP GV VO THANH HAI

KHAI THAC YEU TO “PIEM THU)C PUONG THANG, GIAO PIEM
CUA HAI PUONG THANG ” TRONG HINH HQC TOA DOQ.

*
* Kk

Moén hinh hoc gidi tich hay phuong phép toa d6 trong mit phing va trong khong gian xuyén sudt
chuong trinh hinh hoc 16p THPT, trong d6 cdc van dé vé “dudng thing” chi€ém mot lugng kién thic
kh4 16n trong gido trinh. Tir d6 ching ta ciing thdy “dudng thing” 12 mot dé tai hap din ddi vdi ngudi
day hoc va ra d@é thi. Khi néi d&€n dudng thing, ta nghi dén cdc tuong quan vé mdi quan hé giita
dudng thing va cdc ddi tugng hinh hoc khic.

Trong k¥ thi tuyén sinh Pai Hoc va Cao Ping cdc nim thi bai toan hinh hoc gidi tich phing,
hinh hoc gidi tich khong gian ludn 14 bai todn bit budc. Hay dé€ y mot chiit, chiing ta s& thay trong cdc
bai todn nay, chiém khodng 80% vé& dudng thing. Trong bai viét nay, ngudi vi€t mudn chia sé¢ mot
kinh nghiém nhd trong qué trinh day hoc v nghién cttu dén ddng nghiép va ddc gid, mot chim phd
nhé nhung ciing dai dién cho mdt 16p bai rong, d6 12 van dé dau hiéu “cit nhau”, hoic qua mot yé&u t&
ndo d6 ta khai thac bai todn va thay dudc y&u t& “di€m thudc dudng thdng” trong bai toan. O day trong
mdt chirng muc nao dé ching ta sé& gidi quyét duge cdc van dé:

Thit nhat, n€u chiing ta khai thic dugc yé&u t& “diém thudc dudng thing khi toa d6 diém thda
phuong trinh ctia né”, khi d6 néu chiing ta bi€u dién toa d6 di€m dudi dang mot tham s6 thi van dé con
lai 12 ¢& tim trong gia thiét bai todn mot y&u t& nio d6 ma qua d6 biéu didn dugc mot hé thic theo
tham sd néi trén thi van dé sé sing té, tifc 12 di€ém d6 hoan toian dugc xdc dinh. TAt nhién ching ta
ciing c6 nhiéu cach dé thé hién méi quan hé d6 nhung né sé rudm ra, thong thudng ta phai gidi quyét
mot hé phuong trinh ndo dé..., chic chin vé nghia tudng minh va tinh su pham sé& khong tot biing cich
th€ hién néi trén.

Tht hai, néu chiing ta khai thac theo cch néi trén (toa dd di€m theo chi mot tham s6) thi sé gidi
quy&t mot sd 16n bai todn hinh hoc gidi tich ma “manh nhat” 1a hinh hoc gidi tich trong khong gian vé
sy tudng minh “chinh hiéu” hinh hoc gidi tich, ta khdng phai that sy lo nghi vé bai todn dung hinh theo
nghia truc quan hinh hoc (tt nhién cich dung hinh theo nghia truc quan hinh hoc né ¢6 tdc dung dén
gido duc tu duy theo mdt nghia su pham nao d6, nhung c6 thé ngudi hoc khong xét hét cic kha ning
c6 thé x4y ra thi din dé&n bai toan khong ding nita). Ching han nhu cdc bai todn trong khong gian toa
do : viét phuong trinh dudng thing vudng géc chung clia hai dudng thing chéo nhau. Vi€t phuong trinh
dudng thing qua mdt di€m cho trudc va cit dong thdi cd hai dudng thing chéo nhau cho trude. Viét
phuong trinh dudng thing qua mot di€m cho trude, cit mot dudng thing cho trudc va vudng géc véi
dudng thing d6 vv...

Sau ciing ngudi viét xin ti€p thu ¥ kién déng gép clia quy dong nghiép cho bai viét niy tot hon.
Xin gidi thiéu mot s& bai todn minh hoa cho bai viét nay:

* Bai 1. (D¢ thi Pai hoc khéi A nam 2002)

x=1+t
Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz cho di€m M(2; 1;4) va dudng thing A: {y =2+t .
z=1+2t

Tim toa d6 diém H trén dudng thing A sao cho d6 dii doan MH nhd nhat.

* Nhan xét. Baindy c6 nhiéu cdch gidi, ching han sau ddy 12 mot cich gidi thong dung :
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Goi (x; y;z) 12 toa d0 diém H , ta ¢6: MH = (x -2; y — 1; z — 4), dudng thing A ¢6 mot VTCP
i =(1;1;2). Toa d6 (x; y; z) ctia diém H thda :

x=1+t

y=2+t
z=1+2t
1(x—2)+1(y—1)+2(z—4)20
Tur day, gidi hé nay bing cdch th€ x, y, z tir 3 phuong trinh ddu vao phuong trinh cudi, gidi tim
dudc t va thay gid tri cda t tim dugc vao 3 phuong trinh trén ta ¢6 toa do H 1a (2; 3; 3)

e Sau ddy la cdch gidi theo Y tudng clia bai viét

TacoHe A = H(1+;2+t1+20)= MH =(t— 1;t+1;2t—3). A ¢6 IVICP i =(1; 1;2).
Do dai doan MH nhé nhat khi MH vudng géc v6i dudng thing A , tir d6 ta c6:

i1lMH o i.MH=0<1(t- D+ 1(t+ 1) +2Qt-3)=0<t=1 = H(2; 3; 3).

* Bai 2. (D& thi Pai hoc khdi A nam 2006)

Trong mit phing véi hé toa do Oxy cho cdc dudng thing
di:x+y+3=0, dy:x-y—-4=0, d;:x-2y=0.

Tim toa d6 diém M niim trén dudng thing d; sao cho khodng cich tit M dén dudng thing d,
biing hai 14n khodng cich tir M dén dudng thing d».

* Nhdn xét. Sau diy 1a mot cdch gidi thong dung :
Goi (x; y) 12 toa do ctia diém M, theo baira ta c6 :

x—2y=0
Med,
d(M,d,)=2d(M,d,) [xrye3] ) xoy-d -
V2 V2
oo N ., | x==22 x=2
Dung phuong phdp thé dé giai hé nay ta dugc két qua { 2 {

va
y=-11 y=1
Tur d6 ta c6 hai di€m thda dé baila: (-22;-11) va (2; 1).

® Sau ddy la cdch gidi theo ¥ tudng ciia bai viét

Goi M(2t; t) 1a diém trén dudng thfmg d;, theobairataco: d(M,dl ) = 2.d(M,d2)

[2t+t+3 [2t—t—4| 3t+3=2t-8 t=—11
& =2. < Br+3=2]t-4| = < :
\/12+12 \/12+(_1)2 3t+3=8-2t t=1

Vay c6 hai diém théa dé baila : (-22;-11) va (2; 1).
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* Bai 3. (Pé thi Pai hoc khdi B nim 2006)

Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz cho diém A(0; 1; 2) va hai dudng thing :

| | x=1+t
x y-1 z+
d - 2=Y2 27 g ly=—1-2t.
ST T )Y
z=2+t

Tim diém M thuoc d,, N thudc d, sao cho ba diém A, M, N thing hang.

* Nhdn xét. Vi day la bai toan xét trong khong gian nén chiing ta d€ y c6 cdc kha ning xdy ra :
1. Ba d6i tugng : Piém A va hai duong thing d,, d, ddng phing ( cit, tring, song song) thi bai
todn c6 vo s6 nghiém hinh.
2. d;, d, cit nhau va A khdng thudc mp(d,, d,) thi bai todn c6 mot nghiém hinh.
3.d; va d, song song vd&i nhau va A khong thudc mp(d,, d) thi bai todn v6 nghiém.
4.d, va d, chéo nhau va A thudc mot trong hai dudng thing trén thi bai todn c6 vo s6 nghiém
5.d, va d, chéo nhau va A khdng thudc c4 hai dudng thing trén thi bai todn c6 mot nghiém

e Sau ddy la mdt hudng gidi thong dung.

2. d; va d, chéo nhau (HS bt budc phéi 1am khau nay!) d;
Tir d6 ta tim (viét phuong trinh)
» Mit phing o qua A va chia d,.

* Mit phing B qua A va chifa d,.
Chii y c6 thé d, song song v6i B !! va d, song song véi o !! Q

(Nhu vay phai thém budc ki€m tra xem cé song song khong!)
Suy ra giao tuyén A clia hai mit phdng o va B di qua ba diém A, M, N. Hay ba diém A, M, N

N
Kiém tra : /
1. D& thiy A khong thuoc d; va d, N 2

A

M

— /3]

thing hiang. Ta tim toa & M biing cdch gidi hé gém pt clia d, va B , tim toa dd cda N bing

céch gidi hé gébm ptcda d, va a. .

e Sau ddy la cdch gidi theo Y tudng ciia bai viét
Goi M(2m; m+1; -1-m) ed, va N(1+t; -1-2t; 2+t) €d, = AM =(2m; m; —3-m) va
AN=(1+t -2-2t t) = [AM,AN] = (-mt -2m- 6t - 6; -3mt— m - 3t - 3; -5mt - Sm).

A, M, N thing hang < [KM,XN] =0om=0,n=-1
= M(O0; 1; - 1) va N(0; 1; 1) 12 hai diém cin tim.

* Bai 4. (D& thi Pai hoc khdi D nim 2006)
Trong khong gian véi hé toa dd Oxyz cho di€ém A(1; 2; 3) va hai dudng thing :
d1:X_2:y+2:Z_3; dz:X_lzy_1:Z+1.
2 -1 1 -1 2 1
Vi€t phuong trinh dudng thing A di qua A, vudng géc véi d; va cit d,.
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d
* Sau ddy la mot hudng gidi thong dung. !

* Viét phuong trinh mit phing o qua A va

vudng géc véi d;. J
* Tim giao diém B cliad, va mpa . A A B
* Viét phuong trinh dudng thing di qua hai ;

di€ém A, B 1a dudng thing A can tim. (!

* Sau day la cdch gidi theo ¥ tudng ciia bai viét ‘

GoiB=And,=Bed,

= B(l-t;1+2t;-1+1)

— BA =(-t;2t— 1;t—4)d, c6 IVTCP ti=(2;-1;1). ViA L d, nén BA Li
SBA.i=0<2(-0)-12t— D + 1(t-4) =0 < t=-1= BA =(1;-3;-5).

3 = -1 -2 -
Pudng thang A qua A va ¢6 IVTCP BA nén A c6 phuong trinh X I =Y 3 _V 53

* Bai 5. (B dé thi tuyén sinh Pai Hoc va Cao Pang )

Trong mit phing véi hé toa 6 Oxy cho tam gidc ABC, bi€t A(1; 3) va hai trung tuyé&n xuat
phiattirdinh CvaBlanlugtlad, : x -2y + 1 =0vad,:y— 1 =0. Tim toa dd cdc dinh B va
C cua tam gidc ABC.

A * Sau ddy la mot hudng gidi thong dung.

+ Tim trong tAm G cla tam gidc ABC (G(1; 1))
d; d +Goi A’ 1a diém d6i xting clia A qua G thi A’(1;-1)
+ Viét phuong trinh dudng thing A’B qua A’ va song
song vdi d;. Tim toa do B biing cdch gidi hé gbm
phuong trinh clia d, va dudng thing A’B.
+ Tuong ty, viét phuong trinh dudng thing A’C qua

C B A’ va song song vdi d,. Tim toa do C bing cch gidi
hé gém phuong trinh cla d, va dudng thing A’C.

» Sau ddy la cdch gidi theo ¥ tudng ciia bai viét

ViBed;nénB(b;1)vaC ed;nénC2c-1;¢). GoiM=d, "nABvaN=d, " AC, thi M2m - 1; m)
va N(n; 1)
b+1 n_1+2c—1

2m—1=——
Khi d6 M va N 1a trung di€m ctia AB va AC = va 2
3+1 3+c
m=—— 1=
2

o Im=2 1T Vay BG: 1va €(3: -1
va .Va ;1) va C(-3; -1).
b=5 oy
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* Bai 6. (Bo dé thi tuyén sinh Pai Hoc va Cao Ping)

Trong mit phing véi hé toa d6 Oxy cho diém P(3; 0) va hai dudng théing :
di:2x-y-2=0vady:x+y+3=0.

Viét phuong trinh dudng thing d di qua P, cit d;, d, 1an lugt tai A va B sao cho P 13 trung

diém ctia doan AB.

o Cdch gidi thong dung ctia bai nay twong tu bai 5
» Sau ddy la cdch gidi theo ¥ twdng ciia bai viét

Tac6A=d,nd=Aed = A@;2a-2)vaiB=d,nd=B e d, = B(b; -3 - b). P 12 trung di€ém
a+b 11

=3 a=—
+b=6
cua doan AB nén : 2 & {a = A(u; Ej

- 3
2a-b-5 2a-b=5 b—z 33
2 3
A N 2 < — 2 16 -
Viy dudng thang d qua P(3; 0) va c6 IVTCP PA = (5 ?j hay u =(1; 8)

nén d c6 phuong trinh: x=3 % .

1 =

* Bai 7. (Bo dé thi Pai Hoc va Cao Ping)

Trong khong gian Oxyz cho diém A(1; 1; 1) va hai dudng thiang :
x+y+z-3=0 x—2y—-2z+9=0
d;: vad,: .

Vi€t phuong trinh dudng thing A qua A va cit c3 hai dudng thing d, va d,.

» Cdch gidi thong dung ciia bai nay tuong ty bai 3

* Sau ddy la cdch gidi theo ¥ tudng ciia bai viét

N
NA
GoiM=d nA =>MQ2;m;1-m) vaN=d,nA = N@n-7; n;n+1) aN\ A
:>m=(l;m—l;—m)ve‘1 m=(4n—8;n—1;n)
:3[KM'Kﬁ]— m-1 -m f-m 1} 1 m-l M
’ n-1 n| |n 4n-8 |[4n-8 n-1 >/\é
Theo bai ra thi ba diém A, M, N thing hang nén [m Kﬁ]:() ¢
2mn-m-n=0 ng
<4 4mn+8m-n=0 = ; = AM = [1;__,__j hay
—-4mn+8m+5n=9 an

i =(4;-1;-3) 1a IVTCP clia A nén A c6 phuong trinh : X; - y_ll - 2_31 :
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* Bai 8. Trong khong gian v6i hé toa dd Oxyz cho hai dudng thing

x=1
2x+3y-9=0
d:dy=—4+2 védzz{x Y
z=-2
z=3+t

a) Chiing t3 hai dudng thang d, va d, chéo nhau.
b) Lap phuong trinh dudng thing A 12 dudng vudng géc chung clia hai dudng thing d, va d,.

j> e Cdch gidi thong dung dugc minh hoa & hinh bén
< e Cdch gidi theo y tudng ciia bai viét
| Y o @ Docgid i gidi.

;’1 b)GoiM=And, vaiN=AnNnd,=>Med, vaned,
= M(1; -4 + 2m; 3 + m) va N(3n; 3 -2n; - 2).
— MN=@3n-1;-2n-2m +7; -5 — m).
d; c6 IVTCP 1= (0;2; 1), dy c6 IVTCP v=(3;-2;0)

Vi A la dudng vudng géc chung clia hai dudng thing chéo nhau
a I p, Gl )

dl/>'{'/\q dlvédznéntacéz{uLM_Nc»{U'M_NZO@

u v 1 MN V. MN=0
0(3n-1)+2(-2n-2m+7)+1(-5-m)=0 4n+5m=9 n=
3(3n—1)-2(-2n-2m+7)+0(-5-m)=0 ©{13n+4m=17® {

M(1;-2; 4) va co IVTCP :MN = (2; 3;-6)
x-1 y+2 z-4

1 2
) Khi d6 dudng thang A qua
m=

nén phuong trinh ctia A 1a :

3 -6
OBAI TAP BPE NGHL
* Bail. Trong khdng gian Oxyz cho ba dudng thing:
=3 1 y+2 z-2 42-3=0
& _ —V 4+ — 3=
di: qy=1-t; d2:X . S : ds: X=myraz .
1 4 3 2x—y—-z+1=0
z=5+t

Vi€t phuong trinh dudng thing A thda: A song song vé6i d; va cit ci hai dudng thing d, va d;

* Bai 2 . (D¢ thi Pai hoc kh6i B nim 2004)

x=-3+42t
Trong khong gian vdi hé toa d6 Oxyz cho di€ém A(-4; - 2; 4) va dudng thingd: {y=1—t
z=—1+4t

Viét phuong trinh dudng thing A di qua A, cit va vudng géc véi d.

% Bai 3. (Pé thi Pai hoc khdi A nim 2005)
1. Trong mit phing v6i hé toa dd Oxy cho hai dudng thingd, : x—y=0, dy:2x+y—-1=0.
Tim toa dd cdc dinh hinh vudng ABCD, biét dinh A thudc d,, C thudc d,, B va D thudc truc
hoanh.

2. Trong khong gian Oxyz cho dudng thing d : X _11 =7 er 3 = ZI3

va mit phing (P) : 2x +y—2z+9=0.

a) Tim toa d6 di€m I thuoc dudng thing d sao cho khodng cich tir I d€n mit phing (P) bing 2.
b) Viét phuong trinh tham s8 ctia dudng thing A nim trong mit phing (P), di qua giao diém clia
d va (P) va vudng géc véi d.






